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LÖSUNG 



DES 



PROBLEMS DER TRI8ECTI0N 



MITTELST 



DER CONCHOIDE AUF OIRCULAREß BASIS. 



VON 

Dk. h. hippaup, 

RECTOR DER MITTLEREN BÜRaERSCHULE ZU HALBERSTADT. 



MIT 2:WEI LITHOGR. TAFELN. 



LEIPZIG, 

DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNER. 
1872. 



Vorwort. 



Hat die Bescliäftigung mit einem Problem für den nach 
dem Grund der Schwierigkeit seiner Lösmig Forschenden an 
sich etwas Reizvolles ^ so erscheint der Versuch zur Lösung einer 
Aufgabe, wie die der Trisection durch geometrische Construction, 
welche schon seit zwei Jahrtausenden das lebhafteste Interesse 
der Jünger der mathematischen Wissenschaft erregt, ohne trotz 
der umfassendsten Anstrengungen zu erschöpfendem Abschluss 
gelangt zu sein, gleichwohl sehr gewagt; doch hofft der unter- 
zeichnete Bearbeiter dieses Themas sein Wagniss durch das hier 
gebotene Resultat rechtfertigen zu können. 

Wenn das Problem der Trisection bei dem gegenwärtigen 
Standpunkt der mathematischen Wissenschaft zunächst nur ein 
r[iehr historisches Interesse hat, so ist der Lösung desselben von 
j^her eine Bedeutung beigelegt worden, die nicht nur Huygens 
in dem Anfang zu der Schrift: „de circuli magnitudine inventa^^ 
mit den Worten anerkennt: „et haec construendi ratio (per 
trisectionem anguli seil.) quodammodo simplicissima videtur atque 
ad usum maxime accommodata,^^ sondern welcher auch Newton 
Rechnung trägt, wenn er die Conchoide des Nikomedes, also 
die auf gerader Basis, zur geometrischen Auflösung der Glei- 
chungen des 3. und 4. Grades: „de aequationum constructione 
lineari," (in Arithm. univ. p. 115 ss.) besonders geeignet erachtet 
und gebraucht. 

Von allen bis jetzt bekannten Lösungen des Problems der 
Trisection scheint indess noch keine als ausschliesslich richtig 
und abschliessend wahr anerkannt worden zu sein, ob auch der- 
jenigen, welche auf der Ermittelung der Schnittpunkte eines 
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Kreises mit einer gleicliseitigen Hyperbel beruht^ vor andern 
der Vorzug gegeben wird. 

Für keine aber der bisher zur Trisection verwendeten Linien 
höherer Ordnung: Hyperbel so wenig als Parabel und Conchoide 
auf gerader Basis u. a.^ für keine der bisher gefundenen Lösungs- 
methoden ist deren innere Nothwendigkeit und Ausschliesslichkeit 
überzeugend nachgewiesen. 

Für den Vorzug der gleichseitigen Hyperbel als einer Curve 
zweiten Grades ist deren leichte Construction nicht Grund ge- 
nug^ wenn eine andere Curve höheren Grades ^ zumal durch eine 
höchst einfache Polargleichung definirt^ noch leichter construir- 
bar ist als jene. 

So löste Newton mittelst der Conchoide auf gerader Basis^ 
wie schon erwähnt^ Gleichungen vom dritten und vierten Grade 
geometrisch auf und wählte diese Curve, weil sie in Absicht 
der Construction nach dem Kreise die einfachste unter allen 
krummen Linien ist, wenngleich^ algebraisch betrachtet, von einem 
höheren Grade als die Kegelschnitte. 

Wichtiger aber als die leichtere Construirbarkeit der zur 
Lösung des Problems zu verwendenden Curve und vollkommen 
entscheidend müsse der Nachweis sein: dass in ihr das Wesen 
der Trisection ganz und gar Ausprägung und Gestalt gewinne^ 
also, dass alle Punkte der Curve in ihrer Aufeinanderfolge ledig- 
lich als Wirkungen ausgeführter Massen-Trisections - Construc- 
tionen sich erweisen, d. h. dass alle Trisectionen in ihr liegen 
und sich durch sie darstellen und lösen lassen. 

Inwiefern die von mir angewandte Conchoideauf circu- 
larer Basis mit dem Radius derselben als Intervall diesen Vor- 
zug vor allen andern Curven zur Lösung der Trisection habe und 
die eigentliche Trisections-Curve xar' ei,o%riv sei, welche 
alle Winkel- und Bogen -Trisectionen ohne Ausnahme löse, soll 
in Folgendem nachgewiesen werden. 

Halberstadt 1871. H. Hippauf. 
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Geschichtliche Einleitung. 

Alle Versuche^ einen beliebigen Winkel oder Kreisbogen 
durch geometrische Construction in drei gleiche Theile zu zer- 
legen, haben dargethan, dass die Lösung dieses Problems die 
Kräfte der Geometrie der geraden Linie und des Kreises übersteige. 

Die von Nikomedes zunächst zur Lösung des delischen 
Problems erdachte Conchoide diente demselben auch zur 
Trisection. 

Wiewohl seine Schrift darüber verloren gegangen und sein 
Verfahren uns unbekannt geblieben, hat Clav ins {Geometria 
practica. Lugd. 1607. 4. p. 356) gelehrt, wie die Lösung 
mittelst der Conchoide auf gerader Basis geschehen könne. 
Ob sein Verfahren dasjenige des Nikomedes sei, ist dadurch 
natürlich nicht erwiesen. Nach ihm ist für jeden Winkel eine 
besondere Conchoide zu construiren; diese Lösung ist so um- 
ständlich als unzureichend: sie ist keine allgemeine und voll- 
kommene. 

Pappus hat zuerst die Hyperbel für die in Rede stehende 
Aufgabe anzuwenden gelehrt; doch ist auch diese Curve für 
jeden gegebenen Fall besonders zu berechnen und zu con- 
struiren. Eine derartige Lösung bringt: Chasles in einer Ab- 
handlung der comptes rendus (24. Dec. 1855). 

Andere haben sich der Parabel bedient, doch ohne irgend 
wesentlichen Erfolg. Zur Theilung eines Winkels nach einem 
gegebenen Verhältniss soll Dinostratus, nach Montucla's 
Vermuthung aber Hippias von Elis die Quadratrix er- 
funden haben. 



Montucla zeigt, wie man sich zum Zweck rein me- 
chanischer Lösung eines blossen Lineals bedienen könne. 
Das Instrument des Jesuiten Thomas Ceva, bestehend aus 
4 Linealen^ die einen beweglichen Rhombus bilden, löst die 
Aufgabe durch mechanische Verschiebung der Lineale 
bis zu bestimmten Punkten und basirt hinsichtlich der Con- 
struction und Beweisführung auf derjenigen, der praktischen 
Ausführbarkeit entbehrenden, darum nur angedeuteten Lösung 
der Platonischen Schule, (Montucla. Th. L p. 177) auf 
welche auch Vieta {ßiipplemenhim Geometriae. Prop. IX) und 
Newton (Arithm, imivers.) die Trisection des Winkels ge- 
gründet haben.*) 

Sind dergleichen Instrumente überhaupt von keinem prak- 
tischen Nutzen, so sei auch hier von vornherein bemerkt, dass 
ein zur leichteren Zeichnung der unten erwähnten Trisections- 
Curve besonders construirtes , einfaches Instrument nur als Hilfs-, 
nicht aber als Beweismittel in Betracht kommen soll, da die 
Natur und das Wesen der betreffenden Curve aus deren höchst 
einfacher Polargleichung vollständig erkannt und durch dieselbe 
bestimmt wird. 



*) Vergl. Klügel. Mathematisclies Wörterbuch. Th. V. S. 343 fF. 
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Lösung des Problems der Trisection. 

Die Hauptscliwierigkeit der Lösung des Problems der Tri- 
section liegt offenbar darin ^ dass der natürlichste Anhalt^ d. i» 
die Sehne des zu theilenden Bogen s durch die Radien, welche 
den Winkel in drei gleiche Theile zerlegen, in solchen Punkten 
geschnitten wird, die sich vor ausgeführter Trisection bisher 
nicht ermitteln und für dieselbe verwerthen Hessen. 

In der That fusst auch keine der bisher versuchten Lö- 
sungsmethoden auf der Sehne des zu trisecirenden Bogens. 

Passen wir die Schwierigkeiten, welche sich gerade ihrer 
Verwendung bei Lösung unsrer Aufgabe entgegenstellen, näher 
in's Auge. 

Schneidet man auf einer Kreislinie drei gleich grosse Bogen- 
stücke ab, zieht dazu die Radien, die Sehne jedes einzelnen 
Bogenstückes und des ganzen Bogens, so entstehen drei con- 
gruente Dreiecke, und die Sehne des ganzen Bogens wird, falls 
derselbe kleiner als der Halbkreis ist, also einem Winkel unter 
180^ zugehört, durch die beiden inneren Radien, welche den 
ganzen Bogen winkel in drei gleiche Winkel zerlegen, zwar 
auch in drei Stücke geschnitten, deren beide äussere jedoch, 
wiewohl einander und der Drittelbogen -Sehne gleich, grösser 
sind als das innere oder Mittelstück. (Vergl. Figur 1.) 

Der Beweis ist aus der Figur ersichtlich. 

Für einen grösseren Bogen als den hier gewählten: AB 
nähert sich die Sehne mit ihrem Mittelpunkt dem Centrum, 
bis sie für den gestreckten Winkel oder für den Halbkreis mit 
dem Kreisdurchmesser zusammenfällt ; für einen kleiner werdenden 
Bogen entfernt sich die Sehne in ihrem Mittelpunkt immer mehr 
vom Centrum, bis sie selbst, stets kleiner werdend, für den 
Nullwinkel mit der Peripherie im Endpunkt des Schenkels resp. 
Radius zusammenfallend, nur ein Punkt ist. 

Je grösser der Bogen oder Winkel, welcher trisecirt ist, 
desto kleiner ist im Verhältniss zu den äusseren beiden Sehnen- 
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stücken das innere; für den Halbkreis ist es = 0, weil jedes 
äussere Sehnenstück == Radius, beide also = Durchmesser, d. i. 
gleich der ganzen Sehne. 

Je kleiner der Bogen oder Winkel, desto geringer ist der 
Unterschied zwischen den äusseren Sehnenstücken und dem 
inneren; für den Winkel von 0^ ist die ganze Sehne nur ein 
Punkt, jeder Theil also = 0. 

Hieraus folgt, dass das Mittelstück der ganzen Bogensehne 
von einem Winkel von 0^ bis 180^ eine von einem Punkt*) bis 
zu einem Maximum***) wachsende und dann wieder bis zu einem 
Punkt***) herab fallende Dimension hat, sonach eine variable 
Grosse ist, welche in keinem analogen Verhältnisse zum gan- 
zen Bogen oder zur ganzen Sehne und deren äusseren Stücken 
steht, welche letztere mit dem Bogen oder Winkel gleichmässig 
wachsen und abnehmen und immer gleich der Drittelbogen- 
Sehne sind. 

Und doch ist die Sehne eines zu theilenden Bogens ein so 
wesentlicher Anhalt, dass man ihrer zumal für die Dreitheilung 
nicht entrathen kann, wenn anders man nicht auf ein aus- 
schliesslich richtiges Resultat verzichten will. 

Nur darum, weil das Verhältniss zwischen dem variablen 
Mittelstück und den äusseren Sehnenstücken sich bisher nicht 
fixiren oder ein Gesetz für das Zu- und Abnehmen dieser Dimen- 
sion mittelst geometrischer Construction sich nicht nachweisen 
liess, galt die Aufgabe für ein so schwer zu lösendes Problem. 

In Folgendem soll nachgewiesen werden, wie die Gesetz- 
mässigkeit dieser fraglichen, variablen Dimension sich geo- 
metrisch darstellen und das Problem der Trisection durch geo- 
metrische Construction sich lösen lässt. 

Zu dem Zwecke schlage ich einen Halbkreis und ziehe 
dessen Sehne, d. i. den Durchmesser. (Figur 2.) 

Von dem einen Endpunkt Ä aus schneide ich auf der 
Peripherie drei gleiche Bogenstücke: AD = DE = EB ab, 
welche zusammen den ganzen Bogen AB ausmachen, ziehe die 
Radien CD, GE und CB und die Sehne AB. Nun verbinde 
ich den andern Endpunkt des Kreisdurchmessers i^ mit JS7, welches 



Peripheriepunkt, *'^) Bei 105 Grad, ***) Centrum. 
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das Bogendrittel I]B von dem Zweidrittelbogen EA trennt. 
Der so entstandene Peripheriewinkel EFÄ ist als solcher gleich 
der Hälfte des Centri winkeis EGA, mit welchem er anf 
demselben Bogen AE steht ^ also gleich <^ ACD oder gleich 
V3 -^ ACB, Aus der Gleichheit und Lage der Winkel AGB 
und AFE folgt ^ dass FE und CD parallel sind* 

Ziehe ich nun die Sehne des mittleren Bogendrittels ED^ 
so ist dieselbe parallel mit der grossen Sehne AB^ weil ihre 
Mittelpunkte mit dem Centrum in einer geraden Linie ^ im 
Radius GG liegen^ welcher auf beiden Sehnen senkrecht steht. 
Den Halbirungspunkt der ganzen Sehne benennen wir mit ilf. 

Noch verbinde ich F mit dem Endpunkt des ganzen Bogens 
B und ziehe durch den Halbirungspunkt H der so entstandenen 
Sehne FB den Radius GL, welcher natürlich, weil auf FB 
senkrecht stehend , parallel mit der Sehne AB sein muss, weil 
auch diese auf FB senkrecht steht. (Dreieck ABF recht- 
winklig.) 

Der Radius Ci durchschneidet jBi'Mn dem Punkte Ä". 

Aus der Parallelität der genannten Linien folgt, dass das 
Viereck GDEK ein Parallelogramm ist, desgleichen auch das 
Viereck GMBH. Das erstere ist durch den Radius GE als 
Diagonale in zwei congruente Dreiecke getheilt, welche zugleich 
auch gleichschenklig sind, weil GD, die Seite des Parallelo- 
gramms, ebenfalls Radius ist. Polglich ist auch die GD gegen- 
überliegende Seite EK gleich dem Radius und K also um 
Radiuslänge von dem Bogendrittelpunkt E entfernt. 

Diese Dimension ist für alle Bogen- oder Winkel -Drei- 
theilungen eines und desselben Kreises constant, kann also nur 
mit der Grösse des Kreises, welchen man der Construction zu 
Grunde legt, ab- oder zunehmen; denn sie ist stets == Radius. 

KG ist gleich EB (als gegenüberliegende Seite des Parallelo- 
gramms), EB als Drittelbogensehne gleich BE == BN ^= AB 
== AG. KG stellt also die Drittelbogensehne dar. 

Das andere Parallelogramm GMBH steht mit dem erst- 
genannten auf demselben Radius GL und hat mit jenem das 
Centrum G als gemeinschaftlichen Eckpunkt, um welchen beide 
Vierecke sich beim Wachsen oder Abnehmen des zu theilenden 
Bogens drehen. Die Punkte G — K — H liegen, wie ersichtlich, 
für jede Construction dieser Art in einer geraden Linie. 
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Da GH gleich BM d. i. gleich der Hälfte der ganzen 
Bogensehne, als gegenüberliegende Seiten des Parallelogramms, 
CK aber, wie oben bewiesen, gleich der Drittelbogensehne, 
darum auch gleich BN, gleich J.0, so muss HK offenbar 
gleich NM, d. i. gleich der Hälfte des variablen Sehnen- 
Mittelstückes NO seinVi^Y 

Das Verhältniss der beiden Stücke CK und KH ist also 
identisch demjenigen der Theile von der Hälfte der ganzen 
Bogensehne. Sonach stellt CH durch seine Theilung 
in K das Verhältniss eines äusseren Sehnenstückes 
zur Hälfte des variablen inneren dar. 

Dies gilt aber nur für Winkel von 0^ bis 180^, weil die 
Sehne für Winkel über 180^ nicht mehr innerhalb des zu- 
gehörigen Winkels liegt, von den theilenden Radien also auch 
selbst nicht getheilt wird , darum von einem variablen Sehnen- 
Mittelstück nicht mehr die Rede sein kann. 

Da man zu jedem beliebigen Bogen oder Winkel (zunächst 
unter 180^; grössere kann man zuvor halbiren und die be- 
treffende Construction an der Hälfte vornehmen) die Sehne und 
zu dieser eine Parallele durch das Centrum (den Radius CL in 
Figur 2) ohne Schwierigkeit ziehen kann, auch der Punkt H 
in dem Radius sich durch die Hülfs- Sehne BF sofort ergiebt, 
so kommt es für die Lösung des Problems nur darauf an, den 
Punkt K zu finden. 

Für einen Winkel von 0^ (ACA) steht der Radius , welcher 
zur Sehne parallel gezogen werden soll, senkrecht auf CJL, weil 
die Parallele zugleich senkrecht auf der Halbirungslinie des 
zu theilenden Winkels steht, welche beim Nullwinkel mit den 
Schenkeln in eine Linie CA zusammenfällt. (Das Parallelo- 
gramm CMBH in Figur 2 ist ein Rechteck.) Auch beide 
oben erwähnte Parallelogramme können aus demselben Grunde 
bei einem Winkel von 0^ nicht entstehen. CK und KH sind 
hierbei in ihrer Summe, darum auch einzeln == 0, denn K 
und H fallen mit C zusammen. 

Für einen Winkel von 180^ fällt die Parallele (Radius CL) 
mit der Sehne und den Schenkeln zusammen ; das variable Mittel- 
stück ist, wie oben erwähnt, = 0, denn die äusseren Sehnen- 
stücke sind je gleich dem Radius. 
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Für einen von 0^ bis 180^ wachsenden Winkel, oder für 
einen von einem Punkt bis zum Halbkreis sieh erweiternden 
Bogen macht der mit der Sehne parallel liegende Radius*) seinen 
Weg innerhalb eines Quadranten^, und dabei ändert sich die 
Lage der Punkte K und H derartig ^ dass beide von G gleich- 
zeitig ausgehend, sich bis zu einem Maximum**) von einander 
entfernen, dann wieder näher zusammenrücken, bis sie in ihrer 
weitesten Entfernung von C , d. i. in F gleichzeitig eintreffen. 
Der geometrische Ort des Punktes H ist hierbei ein 
Halbkreis, weil CH in allen Fällen senkrecht auf FB steht, 
und das Dreieck CHF stets CF zur Basis hat. Nun fragt es 
sich, welche Linie der Punkt K auf seinem W^ege von C bis F 
bei seiner variablen Entfernung von H beschreibt. 

Zur Lösung dieser Frage benutzen wir das oben ermittelte 
Ergebniss : dass K stets um eine Radiuslänge von dem- 
jenigen Peripheriepunkte entfernt ist, welcher mit 
F und K in einer geraden Linie liegt; das ist der 
Drittelbogenpunkt E (Figur 2) und das andere Ergebniss : dass 
X^ vom Centrum stets um Drittelbogen-Sehnen-Dimen- 
sion entfernt, dass ÄC also immer gleich der Drittel- 
bogensehne des zu trisecirenden Bogens ist. 

Ziehen wir in einem Halbkreise von einem Endpunkt F 
des Durchmessers nach der Peripherie eine Anzahl Strahlen und 
schneiden auf jedem Strahl von seinem in der Peripherie liegenden, 
dem Punkte F entgegengesetzten Endpunkte aus ein Stück ab, 
welches gleich dem Radius des Halbkreises ist, so bilden die 
so gefundenen Durchschnittspunkte: K — K — K etc. (Figur 3) 
eine Curve, deren Natur schon durch die Lage der Punkte K 
gekennzeichnet ist. Der geometrische Ort des Punktes 
K^ von C bis F durch die einzelnen Constructionen ange- 
deutet, ist offenbar, soweit er bis jetzt, d. h. für Winkel von 
0^ bis 180^ in Betracht kommt, eine Hälfte der inneren Con- 
choide auf circularer Basis mit deren Radius als 
IntervalL 

Der Pol der Conchoide ist der Peripheriepunkt Fj die Basis 
der Kreis, an welchem die Bogen dreitheilung vorgenommen 
wird; als Litervall dient der Radius der Kreis -Basis. 



*) ÖL in Figur 2. **) Vergl. Anmerk. **) auf p. 10. 
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Durch das bestimmte Intervall ist die Conelioide, deren 
volle Verwendung für die Trisection aller möglichen Fälle unten 
dargelegt wird^ als eine besondere Art der von Roberval: 

Lima^on de Pascal 
genannten Conchoiden- Gattung gekennzeichnet. 

Die Polargleichung derselben ist leicht zu entwickeln und 
die mechanische Construction mittelst eines am Schlüsse be- 
schriebenen einfachen, vom Verfasser ersonnenen Instrumentes 
leicht ausführbar. 
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Gleichung der Conclioide auf circnlarer Basis mit dem Radius 
als Intervall. (Figur 4.) 

Ziehen wir vom Pol F der Conclioide^ welche wir als schon 
fertig construirt betrachten und zur weiteren Construction in 
Brauch nehmen, eine beliebige Gerade , welche die innere 
Co!nchoide, die Kreisbasis und die äussere Conchoide beispiels- 
weise in K — D — Q schneidet, so ist nach der Natur der 
Conchoide KD == DQ und, da das Intervall gleicli dem Eadius, 
= r. Die Entfernung des inneren Conchoidenpunktes K vom 
Pol Fj also KF^ bezeichnen wir mit x^ die Entfernung des 
äusseren Conchoidenpunktes Q vom Pol, also QF^ mit «/. 
Letzteres ist offenbar == x -j- 2r. 

Benennen wir noch den Winkel, welchen der betreffende 
Strahl QF mit der Abscissenaxe der Conchoide, d. i. mit dem 
Durchmesser der Kreisbasis resp. deren Verlängerung bildet, 
■^ QFÄ oder DFÄ mit cp, so ist: 

FD X + r 

cos 9^ = ^ = -^-. 

Also : x-{- r=^2r cos cp und x = 2r cos q) — r = r (2 cos q) — 1). 

Nehmen wir den Radius als Einheit an: r = 1, so ist: 
X ==2 cos cp — 1 und y == 2 cos cp -}- 1. 

Aus jeder dieser beiden Gleichungen lässt sich der ganze 
Zug der inneren und äusseren Conchoide herleiten. 

Wir stellen nunmehr folgende allgemeine Be- 
hauptung auf: 

Diejenige Conchoide auf circularer Basis, deren sie 
beschreibende Linie als constante Ordinate gleich 
dem Radius des als Basis dienenden Kreises ist, stellt in der 
geraden Entfernung jedes ihrer Punkte, sowohl der 
inneren als der äusseren Conchoide, von dem Centrum des 
Kreises die Drittelbogen -Sehne desjenigen Winkels dar, 
welcher seinen Scheitel im Centrum des Kreises hat, dessen ein 
Schenkel in dem vom Pol der Conchoide aus gezogenen Durch- 
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messer des Kreises, in der Hälfte CA gelegen ,*) und dessen 
ganze Bogensehne parallel jener Geraden ist, welche 
das Centrum mit dem betreffenden Conchoidenpunkte verbindet. 
Ziehe ich also zu einem beliebigen Winkel, welcher die 
oben bezeichnete Lage innerhalb der Conchoide hat, die Sehne 
seines Bogens und zu dieser vom Centrum aus eine Parallele, 
so ist dieselbe in ihrer Länge vom Centrum bis zum Durch- 
schnittspunkt der inneren bezügl. äusseren Conchoide genau 
gleich der Drittelbogen- Sehne des Winkels. 

Verbindet man den Pol der Conchoide mit dem durch den 
gegebenen Winkel bedingten, durch die zur Sehne parallel ge- 
zogene Linie ermittelten Conchoidenpunkt und verlängert diese 
Gerade bis zum gegebenen Winkelbogen, so wird dieser im 
Verhältniss von 1 : 2 getheilt, d. h. trisecirt, denn der Strahl, 
welcher von F durch K geht, trifft nach der oben in Figur 2 
ausgeführten Construction in seiner Verlängerung denjenigen 
Punkt des ganzen Bogens, welcher das zweite Drittel von dem 
dritten scheidet. '**) 

Es handelt sich nunmehr darum, die Richtigkeit der Be- 
hauptung : 

„dass die Conchoide auf circularer Basis mit Radius - Intervall 
die Trisection in allgemeinster und vollkommener Weise löse, 
so dass sie vor allen andern Curven die ausschliesslich richtige 
und einzig wahre Trisections-Curve zar' e^o%riv sei,^' 
in ihrem ganzen Umfange und ihrer Bedeutung nachzuweisen. 
Der Beweis für die Trisection der Winkel von 0^ bis 180^^ 
mittelst der einen Hälfte der inneren Conchoide ist zwar bereits 
indirect"^**) gegeben; wenn er hier nochmals, jedoch direct ge- 
führt wird, so geschieht dies, um darzuthun, dass jede Trisection 
irgend eines Winkels oder Bogens gleichzeitig auch diejenige 
seines Implementes vollziehe, sofern nämlich die zur Sehne 
Parallele in ihrer Dimension vom Centrum bis zur inneren 
Conchoide die Drittelbogen -Sehne eines Winkels unter resp. 
bis 180^, in ihrer Verlängerung bis zur äusseren Conchoide 
die Drittelbogensehne des zugehörigen erhabenen Winkels dar- 
stellt. 



*) mit CA sich deckend. **) Vergl. oben S. 1.1. ***) oben S. 13. 
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Constrnction und Beweis. (Figur 5.) 

Wir bestimmen einen Bogen , welcher trisecirt werden soll, 
von dem Endpunkt Ä des Kreisdurclimessers aus: AB ^ ziehen 
dazu die Sehne und den Schenkel CB des zugehörigen Winkels 
ACBj halbiren den letztern durch CG, welches die Sehne in 
I halbirt^ ziehen zur Sehne die Parallele CH vom Centrum 
auS; wodurch die innere Conchoide in K geschnitten wird, 
legen durch den Pol J^ und durch K eine Gerade, welche den 
Bogen AB in D trifft, ziehen den Radius CD und zu Fl) 
parallel den Radius GE, schliesslich noch die Linie ED als 
Sehne des Bogentheiles ED. 

Beweis: Das Viereck GEDK ist ein Parallelogramm, 
denn KD , welches nach der Natur der Conchoide auf circularer 
Basis den Abstand der inneren Conchoide von der Basis auf der 
aus dem Pol F gezogenen Geraden {F — K — D — Q) angiebt, 
ist nach der Voraussetzung und Bedingung gleich dem Radius 
und daher == GE^ welches letztere zu jenem laut Construction 
parallel gezogen ist; folglich ist KG auch gleich und parallel 
DE. Da KG aber zur Sehne AB parallel gezogen, so sind 
auch AB und DE parallel. 

Daraus folgt, dass der Radius CG, welcher den ganzen 
Winkel AGB und dessen Sehne AB halbirt, darum auf ihr 
senkrecht steht, auch auf DE senkrecht steht und dieses so- 
wohl als den zugehörigen Bogen DE und den Winkel DGE 
ebenfalls halbirt. 

Aus der Parallelität von FD und GE, sofern sie von dem 
Radius GD durchschnitten sind, folgt, dass der Winkel GDF 
= D GE als Wechselwinkel. 

Im gleichschenkligen*) Dreiecke GFD ist Winkel GFD 
^GDF, folglich Winkel GFD auch gleich Winkel DGE. 



*) Dies gleiclischenMige Dreieck, welches durch den Scheitelpunkt C oder 
das Centrum, durch den Pol der Conchoide und den jedesmaligen Zwei- 
drittel -Bogenpunkt gebildet wird, ist für alle Trisections - Constructionen 
in Betracht zu ziehen. 

HiPPAXIF, 2 
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Aus der Parallelität von FD und CE, durchschnitten von 
FA, folgt, dass Winkel CFB = ACE als Gegenwinkel. 

Hieraus ergiebt sieh, dass auch Winkel ECE = ACE ist. 

Da oben bewiesen , dass Winkel EGE durch CG halbirt, 
so ist Winkel ACE natürlich doppelt so gross als Winkel GGF] 
also ist Winkel ACG durch CE im Verhältniss von 1 : 2 getheilt; 
d. h, trisecirt 

Da nun Winkel ACG die Hälfte des ganzen Winkels AGB, 
so ist die andere Hälfte: Winkel EGG selbstverständlich durch 
CD in demselben Verhältniss getheilt, darum die Trisection 
des ganzen Winkels AGB vollzogen. 

Die Seite DE des Parallelogramms CEDK ist somit eine 
Drittelbogen - Sehne und weil DE == CK, so stellt dieses eben- 
falls eine solche dar; sobald also -BT durch Schnitt der Conchoide 
und der zur Sehne Parallelen gefunden , ist CK unmittelbar zur 
Dreitheilung des ganzen Bogens zu verwenden. 

Dieser Beweis gilt zunächst für die Trisection aller Winkel 
von 00 bis 180». 

Der Bogen des gestreckten Winkels, also der Halbkreis wird 
durch den Abstand des Poles , welcher zugleich Durchschnitts- 
punkt der inneren und äusseren Conchoide ist, vom Centrum, 
d. i. durch die Radiusdimension trisecirt"^). 

Die Sehne des Halbkreises fällt mit der aus dem Centrum 
zu ihr parallel zu ziehenden CK zusammen, denn K liegt in 
diesem Falle in F, 

Winkel über 180^ und bis zu 360^ lassen sich nach erfolgter 
Halbirung ebenfalls mittelst der inneren Conchoide triseciren; 
es ist selbstverständlich, dass man die Construction, von A aus 
nach der einen wie nach der andern Seite der Abscissenaxe vor- 
nehmen kann, weil die Conchoide zu letzterer symmetrisch liegt. 

Legt man einen Winkel, welcher grösser als 2ß, so an (7, 
dass er durch CA halbirt wird, so lässt sich die Trisection des 
ganzen Winkels durch eine obere und untere, also durch eine 
Doppel- Construction vollziehen (zu beiden Seiten der Abscissenaxe)» 

Gleichwohl ist jeder erhabene Winkel, jeder Bogen, welcher 
grösser ist als der Halbkreis, auch direct und zwar mittelst der 



*) Eine altbekannte Thatsache wird durch die Conchoide iir^ii bestätigt. 



_ 19 ^ 

äusseren Conchoide durch eine der obigen analoge Construction 
zu triseciren. 

Um den Beweis dafür zu führen ^ nehmen wir z. B. den 
erhabenen Winkel ACB j welcher den hohlen Winkel AGB zu 
4ß ergänzt, als Grundlage der Construction an (Figur 5^ punk- 
tirte Zeichnung). 

Die Sehne des erhabenen Winkels ACB ist dieselbe wie 
die des hohlen Winkels ACB] darum ist die zur Sehne aus dem 
gemeinschaftlichen Scheitelpunkt (Centrum) gezogene Parallele 
auch für beide Winkel dieselbe mid darf für den erhabenen 
Winkel nur gehörig , d. h. bis zum Durchschnitt der äusseren 
Conchoide verlängert werden. 

Behauptung: CL (in Figur 5) ist gleich der Drittelbogen- 
Sehne des erhabenen Winkels AGB^ also = AM = MN = NB. 

Beweis: Ich ziehe durch den Conchoidenpunkt L und den 
Pol F eine Gerade^ welche in ihrer Verlängerung den Bogen 
des erhabenen Winkels ACB in N schneidet. 

i _„_ ^ _— Jf ist analog dem Strahl F — K -— ß in der 
Construction für die Dreitheilung des hohlen Winkels ACB] nur 
liegen die drei Punkte: Pol der Conchoide^ Durch schnittspunkt 
derselben und der zur Sehne Parallelen , Zweidrittelbogen - Durch- 
schnittspunkt; dort: F — K — D , hier: L ~~- F — N in anderer 
Reihenfolge; weil der Conchoiden- Durchschnittspunkt L der 
äusseren Conchoide angehört; also für den erhabenen Winkel 
ausserhalb der Kreisbasis liegt. 

LN ist nach der Natur der Conchoide auf circularer 
Basis mit dem bedingten Intervall gleich dem Radius 
(wie oben KD == Radius), Zu LN ziehe ich vom Centrum 
resp. Scheitel aus den parallelen Radius CM --= LN und ver- 
binde noch M mit N, Dadurch ist das Parallelogramm CMNL 
entstanden. In demselben ist NM gleich und parallel CLj 
welches zufolge Construction parallel der Sehne AB] daher ist 
auch NM parallel zu AB. 

Wird der ganze erhabene Winkel ACB durch CO halbirt; 
welches natürlich senkrecht auf der Sehne AB steht; darum 
eine Verlängerung von CG^ der Halbirungslinie des hohlen 
Winkels ist; so muss CO auch senkrecht auf der zur ganzen 
Sehne AB Parallelen NM stehen und diese sowohl; als den 
zugehörigen Bogen NM halbiron. Verbinde ich nun noch N 

2* 



™ 20 --^ 

mit Cy so sind die Winkel LNG und NCM als Weehselwinkel^ 
und im gleichschenkligen;'^) Dreieck CFN die Winkel CFN und 
CNF einander gleich. 

Da aber der Winkel CNF derselbe ist wie der Winkel 
CNL, so sind die genannten Winkel alle einander gleich^ darum 
auch Winkel CFN = Winkel NCM, 

Aus der Parallelität der Linien ZiV' und C3Iy durchschnitten von 
FÄ folgt; dass Winkel CFN = Winkel ACM^h Gegenwinkel. 

Hieraus ergiebt sich^ dass auch Winkel NCM = Winkel ACM^ 
also Sehne NM (= CL) = AM. 

Da oben bewiesen, dass der Bogen NM^ also auch der 
Winkel NCM durch CO halbirt, so ist Winkel OCM halb so 
gross als Winkel ACM, also Winkel ACO, welcher die Hälfte 
des erhabenen Winkels ACB ist^ durch CM im Verhältniss 
von 1 : 2 getheilt^ d. i. trisecirt. 

Daraus folgt auch die Trisection der andern Hälfte des er- 
habenen Winkels durch CN, somit die Trisection des ganzen 
Winkels. Also ist CL = Sehne AM = MN = NB. 

Da nun sowohl der hohle als auch der erhabene Winkel 
trisecirt worden, so stellt diese Doppellösung zugleich die Tri- 
section des ganzen Winkelraumes von 4ß und damit auch (Jie 
der ganzen Peripherie dar. Die Summe eines so gefundenen 
Drittelbogens des hohlen und eines solchen des zugehörigen 
Implement - Winkels muss natürlich gleich dem dritten Theile 
der ganzen Peripherie sein, also: 

Bogen EA + AM = EM = V3 p (Peripherie). 

Die Trisection der ganzen Kreislinie oder eines Winkels 
von 4ß, welcher angemessen Vollwinkel zu nennen , lässt sich 
indessen direct durch diejenige Gerade vollziehen, welche vom 
Centrum als dem Scheitelpunkt parallel zu derjenigen Tangente 
des Kreises gezogen wird, die durch den Peripheriepunkt 
A bedingt ist (dieser Punkt A stellt nämlich die Sehne des 
Null- wie des Voll winkeis dar), und die äussere Conchoide in T 
(Figur 5, gestrichelte Zeichnung) schneidet. 

CT = VW ^ AW = AV ^ Sehne zu 1/3 p. 

CT F TT ist das hier in Betracht kommende Parallelogramm 
und CFV das betreffende gleichschenklige*) Dreieck. 



*) Vergl. die Anmerkung auf Seite 17, 
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Der Beweis ist analog dem vorigen. 

Sonacli ist durch Construction und Beweis dargethan^ dass 
die Trisectionen aller Winkel von 0^ bis 360^ mittelst der ,, Con- 
choide auf circularer Basis mit Radius- Intervall ^^ darch die 
der jedesmaligen Sehne Parallele in ihrem Conchoiden-Dureh- 
schnittspunkt aufs einfachste und vollkommenste sich vollziehen 
lassen. 

Wiewohl damit das Problem in abschliessender Weise ge- 
löst erscheint^ bleibt doch übrig, das Wesen unsrer Curve als 
einer Trisections - Curve 'Kax i^o%rjv auch in allen denjenigen 
Theilen derselben nachzuweisen, welche für die Dreitheilung 
aller Winkel von 0^' bis 360^ nicht in Betracht gekommen. 

Zu dem Zwecke denken wir uns Bogen oder Winkelräume 
derartig wachsend, dass sie in den Anfang auf ihrem Kreislauf 
zurückkehrend mit Wiederholung ihre Bahn fortsetzen. 

Solche Bogen ; welche grösser als die einfache Peripherie 
sind, also zu Winkelräumen über 4R gehören, werden gleich- 
wohl auf dieselbe Weise trisecirt, wie die oben behandelten 
Fälle. Darin zeigt unsere Conchoide eben die Vollkommenheit, 
von welcher wir oben gesprochen. 

Wir bemerken bei solch fortgesetzten Constructionen , dass 
der betreffende Conchoidenpunkt (Durchschnittspunkt K der 
Conchoide und der zur Sehne Parallelen) nach Figur 5: 

1) für einen Winkel von 2R im Pol der Conchoide, d. i. 
F. im Durchgangspunkt F der inneren resp. äusseren Con- 
choide durch die Kreis -Basis, 

2) für einen Winkel von 3R genau um Radiuslänge unter- 
K\ halb des Poles in der die Abscissenaxe rechtwinklig 

schneidenden Ordinatenaxe (m ^ — 7^) der Conchoide, 

3) für einen Vollv/inkel (4R) senkrecht unter dem Centrum 
2\ (bez. des Durchmessers) und 2 Radiuslängen vom Pol 

entfernt, (FV = VT = r) 

4) für einen Winkelraum von 6R oder für ly^ Peripherien 
K'\ im verlängerten Durchmesser, also in der Abscissenaxe 

und zwar drei Radiuslängen vom Pol entfernt , 

5) für einen Winkelraum von 8R oder für 2 Peripherien 
K^. senkrecht über dem Centrum (bez. des Durchmessers) und 

2 Radiuslängen vom Pol entfernt, (T entsprechend) 
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6) für einen Winkelraum von 9R oder für 27^ Peripherien 
K^^. senkrecht über dem Pol in der Ordinatenaxe und um 

Radiuslänge von ihm entfernt, [K' entsprechend) 

7) für einen Winkelraum von 10 R oder für 2^/^ Peripherien 
wiederum im Pol der Conclioide selbst^ und 

8) für einen Winkelraum von 12R oder für 3 Peripherien 
G. wieder im Anfangspunkte der Conchoide^ d. i, im Centrum 

der Kreisbasis liegt, 
so dass die Conchoide in. sich selbst zurückkehrt. 

Für noch weiter fortzusetzende Trisectionen wiederholt sich 
die Conchoide in's Unendliche und ist um ihrer wunderbaren 
Eigenschaft willen eine der merkwürdigsten mathematischen 
Linien , die das Epitheton „ mirabilis ^^ mit gleichem Rechte führen 
dürfte, wie die von Bernoulli ihrer eigenthümlichen Natur 
wegen: ,,spira mirabilis '^^ genannte logarithmische Spirale. 

Dass die vorstehende Lösung des Problems der Trisection 
mittelst der Conchoide auf circularer Basis eine ganz allgemeine 
und erschöpfende sei, indem sie sich bei jedem Bogen oder 
Winkel auch auf deren Ergänzungen zu 4R resp. zur ganzen 
Peripherie bezieht, erhellt aus obigen Beispielen und Beweisen, 
denn dieselbe Parallele (zur Sehne) giebt in ihrer Länge vom 
Centrum bis zur inneren resp. äusseren Conchoide die Drittel- 
bogensehne des betreffenden hohlen resp. erhabenen Winkels an. 

Es bleibt noch die Frage zu beantworten, ob nicht dennoch 
eine andere Curve oder Lösungsmethode für die Trisection durch 
geometrische Construction gefunden werden könne oder schon 
existire, welche mit gleichem oder grösserem Rechte als die 
Conchoide auf circularer Basis ausschliesslich wahr und voll- 
kommen genannt zu werden verdiene. 

Darauf antworten wir, dass die Richtigkeit unserer obigen 
Behauptung sich noch durch folgende kurze Darstellung beweisen 
lasse : 

Wie oben schon dargethan*) , ist CK ==--= A Y (Figur 5) und 
KX =^ YI. Daraus folgt unmittelbar, dass die beiden Sehnen- 
punkte Y und I genau dieselben geometrischen Oerter be- 
schreiben wie JT und X: I nämlich einen Kreis und Y die 
Conchoide; beide umschliesen eine eigenthümliche Area {CKFX)^ 



*) Vergl. Seite 12 (Figur 2): CK^AO und KR = NM -= f • 
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welche durch ihre Querschnitte (EX)'^') die Hälfte des variableu 
Sehnen - Mittelstückes nach Lage und Länge, im Zu- und Ab- 
nehmen veranschaulicht. 

Versetzt man demgemäss den Scheitel des zu trisecirenden 
Winkels von dem Centrum der Kreisbasis in den Pol der Con- 
choide, so, dass sich die Sehne des betreffenden Bogens mit der 
oben erwähnten Parallelen deckt, 

oder construirt man, (Figur 5 punktirte Curve) die Con- 
choide so, dass ihr Pol im Scheitel des Winkels liegt, so ist 
in dem Durchschnittspunkte der Sehne und der inneren Con- 
choide in Y derjenige Punkt direct gegeben, welcher mit G und 
dem Bogendrittelpunkt E in gerader Linie liegt 5'*) 

Diese Abkürzung der Construction beruht natürlich auf dem 
oben axisführlich angegebenen Lösungswege, weist aber über- 
zeugend nach, dass der fragliche Sehnenpunkt F, d. i. der 
eigentliche Trisectionspunkt, bei seinem durch das Wachsen 
eines Winkels bedingten Portschreiten unsere Conchoide selbst 
beschreibt. 

Man kann also auf Grand der oben ausgeführten Construc- 
tionen und .Beweise die praktische Lösung in der eben angedeu- 
teten Weise auf kürzestem und einfachstem Wege erreichen. 

Damit ist aber nachgewiesen, dass die Lösung durch die 
Conchoide auf circularer Basis die natürlich gebotene und aus- 
schliesslich wahre sei, darum auch unsre Curve den Namen der 
Trisections - Curve ^ar' 8^o%rjv mit Recht verdiene. 

Es folgt nunmehr die , Beschreibung eines vom Verfasser 
ersonnenen Instrumentes, welches die mechanische Darstellung 
der Conchoide auf circularer Basis zum Zweck der Trisection 
leicht und correct zu Stande bringt. 

*) Bei 105'' am längsten; vergl. Seite 10 Anmerk. **) u. Figur 6. 
**) In Figur 5 ist noch eine Trisection auf diesem abgekürzten Wege 
ausgeführt, und zwar die des erhabenen Winkels ACB^ dessen Sehne: 
AB die äussere (punktirte) Conchoide in K'" schneidet. AK"' muss daher 
z== AM =^ MN =: NBy also auch = GL sein. (Vergl. Behauptung auf 
Seite 19.) 
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BesclireiMiig des TrisectloiiB-Ctirveii^ Zirkels. 

Aus der Coiistruction und dem Beweise der Trisection 
mittelst der Conchoide auf circularer Basis ging hervor, dass 
derjenige Punkt K in der zur jedesmaligen Sehne des zu trise- 
cirenden Winkels Parallelen, welcher vom Centrum der Kreis- 
basis genau um eine Drittelbogensehne entfernt ist, bei stetem 
Wachsen des Winkels oder Bogen s die innere und äussere Con- 
choide nach einander beschreibt und schliesslich in den Anfang 
wieder zurückkehrt. Auf diesem Wege, seinem geometrischen 
Orte, befindet sich K stets mit dem Pol F und demjenigen 
Peripheriepunkte der Kreisbasis, welcher das zweite Drittel des 
bezüglichen Bogens von dem dritten scheidet^ in einer geraden 
Linie. (Vgl. oben S. 19: .F ~- Z" — D, L — F - N), 

Den genannten geometrischen Ort mechanisch correct zu 
beschreiben, dazu dient folgende einfache Vorrichtung (Figur 4): 

Zwei schmale Lineale*) von gleicher Länge (32 Centimeter) 
liegen parallel neben einander, so dass sie einen gleichmässig 
engen Schlitz bilden, welcher an beiden Enden durch Quer- 
verbindungen geschlossen ist. 

Dieses Doppellineal ist dadurch in vier gleiche Abschnitte 
getheilt, dass der erste vom zweiten und der dritte vom vierten 
durch eingesetzte Zeichenstifte Kund Q (in eingelötheten**) Metall- 
hülsen), die mittleren beiden aber durch einen Metallniet D 
getrennt sind, an welchem das Ende eines einfachen Lineals 
von der Länge eines Viertheiles des grösseren (also 8 Centimeter) 
drehbar angebracht und dessen anderes Ende G mittelst eines 
drehbaren Seitenstückes G schwebend über dem Centrum der 
Kreisbasis gehalten wird. Der Radius des Kreises muss natür- 
lich mit dem kürzeren Lineal gleiche Dimension haben, so dass 



*) aus Messing. 

**) Können auch nur eingeschraubt und verstellbar sein; in letzterem 
Falle lässt sich das Instrument zur Herstellung von Conclioiden mit be- 
liebigem Intervall verwenden. 
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sich der Niet J) stets genau über der Peripherie befindet. Der 
lange Arm stellt die Gerade vom Pol der Conchoide zum jedes- 
maligen Zweidrittelbogenpunkt, der kurze den Radius dar, wel- 
cher eine Seite des betreffenden gleichschenkligen Dreiecks (vgl. 
Anmerk. auf S. 17) bildet. 

Im Endpunkt des Kreisdurchmessers ^ in F^ das den Pol 
der Conchoide bilden soll^ wird ein Metallstift^ welcher genau die 
Stärke der Schlitzweite hat; in das Blatt ^ worauf die Zeichnung 
entstehen soll^ und in die Unterlage (Zeichenbrett) senkrecht 
eingesetzt. Er dient dazu^ dem Doppellineal ^ innerhalb dessen 
Schlitz er stehen muss^ und dem ganzen Instrumente bei er- 
folgender Drehung desselben um das Centrum diejenige Ver- 
schiebung und Leitung zu geben , welche zur Herstellung der 
Conchoide nöthig ist. 



Handhabung des Instrumentes. 

Um nun mittelst dieses Apparates die Trisections - Conclioide 
zu zeichnen^ legt man zunächst den kürzeren ArmDC auf den 
längeren, so dass das schwebende Centrum C sich genau über 
dem Stifte K befindet. 

Der Hauptarm oder das Doppellineal erhält die Richtung 
des Kreisdurchmessers ^ welchen man vorher gezogen (die Kreis- 
basis ist durch den Zirkel vor Beginn der OoUvstruction der Con- 
choide herzustellen), so dass der Endpunkt desselben*) mit dem 
eingesetzten Stift F innerhalb des Schlitzes und zwar an dessen 
Ende sich befindet, während der Zeichenstift K im Centrum des 
Kreises ; und der Zeichenstift Q auf verlängertem Durchmesser, 
genau um Kadiusdimension von der Peripherie entfernt steht. 

Das obenerwähnte Seitenstück G befindet sich bei dieser 
Stellung des Instrumentes auf derjenigen Seite, welche der be- 
absichtigten Leitung entgegengesetzt ist. Bewegt man nun 
durch Portleitung des Hauptarmes, welchen man bei N mit der 
rechten Hand erfasst, während die Linke durch Druck das 
Seiten stück unverschiebbar erhält, das Instrument über die 
Zeichenfläche hin, so rückt der Punkt D auf der Kreislinie 
vorwärts , während der Zeichenstift K sich unter dem schweben- 
den Centrum (das dann mittelst einer hindurchzusteckenden 
Nadel sich so fixiren lässt, dass man das Seitenstück G bei fort- 
gesetzter Thätigkeit des Instrumentes nicht mehr festzuhalten hat, 
vielmehr beliebig stellen kann, damit es der Drehung des In- 
strumentes nicht hinderlich werde) hervorbegiebt und die 
innere Conchoide, der Stift Q aber die äussere zeichnet. Sobald 
der Stift an den Pol F herangerückt ist, wird er durch Hebung 
des Hauptarmes über denselben hinweggesetzt, so dass bei wei- 
terer Drehung der Schlitztheil KD, sodann nach abermaligem 
Uebersetzen der Schlitztheil DQ und endlich, nachdem auch Q 



des Kreisdiirchmessers, 
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über F gehoben, der Schlitztheil QN an dem Stift F entlang 
gleitet, bis scliliesslieli das Ende der so entstandenen Doppel- 
zeiclinung je in den Anfang zurückkehrt. Dabei ist leicht er- 
sichtlich, dass der Zeichenstift K die innere Conchoide nur bis 
F, also nur zur Hälfte, dann aber die äussere Conchoide u. zw. 
ebenfalls zur Hälfte zeichnet, während der Zeichenstift Q die 
äussere Conchoide nur bis F, also auch zur Hälfte, dann die 
Hälfte der inneren zur Darstellung bringt. 

Nimmt man den einen oder andern Stift Q oder K aus 
seiner Hülse, so beschreibt der einzeln übrig bleibende die innere 
und äussere Conchoide nach einander und zwar dann bei zwei- 
maliger Umdrehung des Instrumentes. Sichere, ruhige Führung, 
welche durch einige üebung bald gewonnen wird, ist hier wie 
bei jedem Apparat, dessen Leistung eine gelungene werden soll, 
einzige Bedingung. 

Das gewählte Grössenverhältniss ist ein derartiges, dass die 
ganze Zeichnung der Conchoide auf einem gewöhnlichen Bogen 
Papier recht gut Platz findet 
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Ersatzmittel für den Trisections-Curven- Zirkel. 

Da die Anwendung des beschriebenen Conchoiden- Zirkels 
das Vorhandensein dieses Instrumentes voraussetzt, und gleich- 
wohl nicht erwartet werden darf, dass Fachgelehrte oder Lehr- 
anstalten für obige Beweisführung ein solches anschaffen werden, 
da aber andrerseits die Herstellung der Conchoide auf Grund 
ihrer Gleichung oder durch Massen - Construction eine sehr müh- 
same und dabei vielfach ungenaue sein wird, so habe ich nach 
einem bequemen Ausweg gesucht, welcher gleich sicher und 
leicht zum Ziele führt. 

lieber denselben sei noch Folgendes gesagt: 

Wir haben oben gesehen, dass zur Ausführung aller nur 
denkbaren Trisectionen eigentlich nur die eine (erste) Hälfte 
der inneren Conchoide erforderlich ist, da man erhabene Winkel 
nur zu halbiren braucht, um deren Hälfte mittelst der inneren 
Conchoide zu triseciren. 

Wenn man nun eine Hälfte der inneren Conchoide durch 
einen allerdings aufs genaueste herzustellenden Metallausschnitt 
in der Weise mit dem Transporteur in Verbindung bringt, 
dass der äussere Rand des letztern den Halbkreis mit seiner 
Gradeintheilung, der innere Rand dagegen den erwähnten 
Conchoiden -Ausschnitt bildet, so bedarf man zum Beweise 
des Lehrsatzes von der Trisection nur dieses einfachen Hilfs- 
mittels für correcte Herstellung des betreflPenden Curventheiles. 
(Figur 6.) 

Damit man aber auch die vollständige innere und äussere 
Conchoide, und zwar viel leichter und schneller als mit dem 
Instrumente herstellen könne, habe ich auf einer Messingplatte 
eine halbe äussere und die von ihr umschlossene halbe innere 
Conchoide eingezeichnet und darnach ausschneiden lassen, so 
dass ich mit einem fein gespitzten Bleistift um die so geformte 
Platte herumfahrend die genaueste Zeichnung erhalte; kehre ich 
die Platte um und lege sie sorgfältig an die andere Seite der 
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Äbscissenaxe an^ so wird durch ein nochmaliges Umfahren mit 
dem Bleistift die ganze Conchoide vervollständigt. 

Derartige Zeichnungen lassen sich natürlich auch mittelst 
der Platte direct"^') auf den Lithographir - Stein bringen, so dass 
die Abdrücke dieselbe Genauigkeit haben wie das Original**) und 
für Zwecke des Unterrichts oder Selbststudiums vollkommen ge- 
eignet sind. 



*) ohne nachbildende Uebertragung, die immer, zumal bei mathe- 
matischen Zeichnungen, ihre Mängel hat 
**) d. i. die Platte. 
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Anhang, 

Folgende Aufgaben^ so leicht sie erscheinen mögen ^ sind 
geometrisch nur mittelst des Problems der Trisection zu lösen: 

1) Die beiden Schenkel eines spitzen Winkels durch eine 
Gerade so zu schneiden^ dass der eine der beiden Aussenwinkel 
des dadurch entstandenen Dreiecks noch einmal so gross ist als 
der andere. 

2) In einem beliebigen rechtwinkligen Dreieck ein gleich- 
schenkliges zu errichten, dessen Scheitel ein Endpunkt der 
Hypotenuse ist, der eine der gleichen Schenkel in der Hypo- 
tenuse, der Endpunkt des andern aber in. der dem Scheitel 
gegenüberliegenden Kathete gelegen, und dessen Höhe gleich 
der anliegenden Kathete ist. 

3) In einem beliebigen rechtwinkligen Dreieck ein gleich- 
schenkliges zu errichten^ dessen Scheitel ein Endpunkt der 
Hypotenuse ist, der eine der gleichen Schenkel in der Hypo- 
tenuse, der Endpunkt des andern aber in der dem Scheitel 
gegenüberliegenden Kathete gelegen, so dass das Product der 
ganzen Hypotenuse und der Differenz zwischen ihr und der in 
ihr liegenden Seite des gleichschenkligen Dreiecks gleich ist 
dem Quadrat des anliegenden Stückes der getheilten Kathete. 

Diese Aufgabe kann auch, wie folgt, abgefasst werden: 
In der Hypotenuse und in einer Kathete eines beliebigen 
rechtwinkligen Dreiecks soll je ein Punkt gesucht werden, dass 
durch deren beider Lage folgendes Verhältniss sich ergiebt : das 
Product der Hypotenuse und desjenigen ihrer beiden Stücke, 
welches der getheilten Kathete anliegt, soll gleich dem Quadrat 
desjenigen Stückes der getheilten Kathete sein, welches der Hy- 
potenuse anliegt. 

4) Auf der Sehne AB eines Bogens von einem Endpunkt der- 
selben aus ein gleichschenkliges Dreieck zu construiren, dessen 
Basis in der Sehne, dessen Spitze im Bogen liegt, dessen gleiche 
Schenkel je dem Sehnenstück gleich sind, welches die Basis des 
Dreiecks übrig lässt. 
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b) Schlägt man zu einem beliebigen Winkel unter 2R den 
Bogen (mit beliebigem Radius), zieht dazu die Sehne und schlägt 
über einem Schenkel des Winkels einen Halbkreis (dessen Durch- 
messer also gleich jenem Radius), so muss derselbe offenbar 
durch den Halbirungspunkt der Sehne gehen. (Warum?) Man 
Suche in demjenigen Theile des Halbkreises, welcher zwischen 
Bogen und Sehne liegt, einen Punkt, welcher auf einer vom 
Scheitel des Winkels gezogenen Geraden von der Sehne und 
dem Bogen gleichweit entfernt ist. 

6) Ein beliebiger Tangentialwinkei werde halbirt; es ist an 
den Kreis eine dritte Tangente zu ziehen, welche den einen 
Schenkel des Tangentialwinkels und die Halbirungslinie so schnei- 
det, dass die beiden Schnittpunkte gleichweit vom Centrum ent- 
fernt sind. 

Zum Schluss finde die Lösung einer der vorstehenden Auf- 
gaben Platz und zwar derjenigen unter Mr. 5: (Figur 7.) 

Der beliebige hohle Winkel sei AGB, dessen Bogen und 
Sehne AB] über dem Schenkel CA wird ein nal])kreis ge- 
schlagen. 

Halbirt man den Winkel durch CD , so wird dadurch die 
Sehne in E senkrecht geschnitten. Die Hypotenuse des recht- 
winkligen Dreiecks GEA ist der Durchmesser GA des Halb- 
kreises, folglich liegt der Scheitel des rechten Winkels, d. i. 
der Halbirungspu.nkt der Sehne im Halbkreise. 

Um nachzuweisen, dass die in der Aufgabe gestellte For- 
derung gleichbedeutend ist mit der Lösung des Problems der 
Trisection und wiederum ohne diese geometrisch nicht zu lösen 
ist, nehmen wir an, dass der Winkel AGB in F und G bereits 
trisecirt sei. Wir ziehen die Radien GF und (7 Cr, ferner die 
Drittelbogensehnen AF ^= FG == GB^ benennen die Durch- 
schnittspunkte der Sehne K und L Vfir wissen, dass das 
äussere Sehnenstück gleich der Drittelbogensehne ist, also AK 
^.= AF; folglich ist das Dreieck AKF ein gleichschenkliges. 
Seine Basis KF ist von dem Halbkreise in H durchschnitten. 
Verbinden wir H mit der Dreiecksspitze A^ so steht AH senk- 
recht auf FK, denn FK liegt mit CJ in einer geraden Linie, weil 
der Radius GF die Sehne AB in K schneidet, und das Dreieck 
CHA ist ein rechtwinkliges, weil es zur Basis den Durch- 
messer des Halbkreises und seine Spitze in der Peripherie hat. 



steht aber AH senkrecht auf CH, also auch aaf KF als 
auf der Basis des gleichschenkligen Dreiecks ; so ist dies nur 
im Halbirungspunkt der Basis möglich ^ darum KS = HF. 

H ist also nach Bedingung der Aufgabe derjenige Punkt 
des zwischen der Sehne und dem Bogen AB liegenden Theiles 
des Halbkreises^ welcher auf der vom Scheitel des Winkels C 
gezogenen Geraden CF von der Sehne und dem Bogen gleich- 
weit entfernt ist. 

Wir haben bei Lösung dieser Aufgabe die Trisection des 
Winkels AGB also zur Voraussetzung gemacht. 
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